PRAVA U PROSTORU

Prava kao geometrijski objekat u prostoru moze biti odredena na vise nacina.

e Prava je odredena pomocu jedne tacke i vektora ¢iji je nosac ta prava. Za taj vektor kazemo
da je vektor pravca prave. M, (X,, Y, Z,) je data tacka sa prave p, a S=(m,n,l) vektor pravca
prave p. Neka je M (X, Y, z) proizvoljna tacka prave p.
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Neka su E ir radijus vektori redom tataka M, i M . Vektori M M i s su kolinearni, pa iz

uslova kolinearnosti imamo da je MOM:t-g, teR = F—E:t-g, teR.

Dakle, F = E; +t- g, t € R je vektorska jednacdina prave p.

X=X, +Im
Prelaskom na koordinate dobijamo p: <y=Y,+th - parametarska jednacina prave p.
z=12,+tl
o . . . . X=X - Z-12
Eliminacijom parametra t iz gornjeg sistema dobijamo p: o _ Y=Y _ I 9 . kanonska
m n

jednacina prave p.

e Prava je odredena sa dvije date tatke M, (X,,V¥,,2,) i M,(X,,Y,,Z,). Ozna€imo tu pravu

I

sa p. Tada je vektor pravca prave p vektor 5= MM, =(X, =X, ¥, —¥;,Z, —Z;) . Neka je
M (X, Y, z) proizvoljna tatka prave p, tada je kanonska jednacina prave

X=X - 7—-17 .

L= Y= = L . Dakle, jednatina prave kroz dvije tacke je p:
Xy =% Y= Y1 Z, =1
X=X — Y=Y — -7

X, =X Yo=Y Z, =1,

p:

. . . . AX+By+Ciz+D, =0
e Prava je odredena kao presjek dvije ravni p: - opsta
Ax+B,y+C,z+D, =0
jednacina prave. Pri tome se podrazumijeva da normalni vektori nj =(A,B,,C)i

nj =(A,,B,,C,) tihravni nijesu kolinearni.



Ako je jednadina prave data u kanonskom obliku tada imamo direktnu informaciju o koordinatama
vektora pravca te prave i koordinatama tacke kroz koju prava prolazi. Postavlja se pitanje kako iz opste
) g B , o . Ax+By+Cz+D, =0

jednacine prave prec¢i na njen kanonski oblik. Neka je p: , tada vektor

Ax+B,y+C,z+D, =0

pravca prave p zadovoljava uslove s n, A s.Lln,,paje s=n xn,.Koordinate proizvoljne
tatke prave p koja je data opStom jednaCinom odredujemo tako Sto jednu koordinatu uzmemo
proizvoljno, a  preostale  dvije  koordinate  izraunamo iz  sistema  jednacina

Ax+B,y+C;z+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0
. o : Xx—4y-2-5=0 :
Primjer 1. Napisati jedna¢inu prave p : u kanonskom obliku.
3X+y-162-2=0
Normalni vektori datih ravni su ﬁ; = (1,-4,-1), n_g = (3,1,—16), a vektor pravca prave p zadovoljava
uslove s L nj A SL E —s= nj X E = (65,13,13) . Da bi nasli jednu tatku prave p mozemo
uzeti da je npr. y =0. Otuda imamo sljedeéi sistem
X—2=95
. Rjesavanjem ovog sistema dobijamo X =6,z =1. TraZena tatka prave p je
3x—-16z=2
Xx-6 y-0 z-1
65 13 13

M, (6,0,1) . Dakle, kanonski oblik jednacine prave p je:

X— X - -1, . X=X - 7-1
Neka su date prave p, : S Gt F Y Liop,: 2 _Y=¥o 2

m, n l; m, n, l,

e Ugao izmedu pravih P, i P, jeugao izmedu njihovih vektora pravaca. Oznac¢imo taj ugao sa

—_ —

. S-S, m -m,+n -n,+l -1,
@, tadaje COSQ = ——— = - — - — .
S| IS, \/ml +n; +1 -\/m2+n2 +1,

e p,ll p, (prave su paralelne)
— — m n |
& 5=4-5,,leR & L=2L=1=7.
m2 n2 I2
e p, L p, (prave su normalne)
= El’.gzo < me-my,+n.-n,+l -1, =0.
e p,Np,=0 (prave se sijekuy) < MM, ~(s?><si) =0, gdie su M,(x,Y;,2,),
Mz(xza Yo Zz)’ S = (m11n1’|1)’ S; = (m21n21|2)-
e D, =0p, (prave se poklapaju)
& s,=4-s, A MM,=k-s, AkeR.
prave p, i P, sumimoilazne ako se ne poklapaju, ne sijeku se i nijesu paralelne.




RASTOJANJE TACKE OD PRAVE

X — X - -2, . »
Za datu pravu p: 0o Y~ Yo_ I % i tatku M,(X,,Y,,Z,)van prave p, moZe se postaviti

m n
pitanje odredivanja rastojanja te tacke od prave.
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LGN §
o
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Neka je M Q = S. Oznacimo sa d rastojanje tacke M1 od prave p, a sa P povrSinu paralelograma

konstruisanog nad vektorima s i MM, .

sx M M,

-

S

P=

sxM, M,

S

Tada je = d=

P=|g-d

sxM, M,

S

Dakle, d(M,, p) = - rastojanje tatke M; od prave p.

RASTOJANJE IZMEDU MIMOILAZNIH PRAVIH

X — X — -1, . X — X — -2, ..
Nekasu p,: D e Lip,: 2 Y7Y2 _ 2 mimoilazne prave. Tada

m n I, m, n, I,

— —

e Mi(x,y1,2) My(X,,Y,,2,), sp=(my,ng, k), s, =(My,ny,l5) . Rastojanje  izmedu

—

mimoilaznih pravih p, i p, je visina paralelopipeda konstruisanog nad vektorima M ;M,, s, i g i

‘Mle'(Slxsz)
racuna se po formuli d(p,, p,) = —— .
s, XS,

Primjer 2. Napisati jedna¢inu prave u parametarskom obliku koja sadrzi tatku M, (3,-2,1) i ima

vektor pravca 5= (-132).



Kanonski  oblik  jednaCine trazene prave je p: = = o tj
m n
3 ) 1 X=3-t
X— +2 z-
X 1 _Y 3 = . Jednacina ove prave u parametarskom oblikuje p:q{y=—-2+3t, teR.
- z=1+2t

Primjer 3. Napisati jedna¢inu prave koja sadrzi tatke M, (-1,2,0)i M,(2,3,-1).
X=X _ Y=Y _2-% . . x+1 y-2 z-0

Jednacina prave kroz dvije tacke je p':

X, —% Y,-Y, Z,-2, = 241 3-2 -1-0
X=-1+3t
J4.p: XTH = y%Z = —il Parametarska jednacina traZene prave je p:qy =2+t ,teR.
z=-
o o x+y-1=0 .
Primjer 4. Napisati jednacinu prave p : {Zy s 9.0 u parametarskom obliku.

Prava je zadata kao presjek dvije ravni. Da bismo napisali jednacinu prave u kanonskom obliku
potrebno je znati vektor pravca prave i jednu tacku sa te prave. Normalni vektori datih ravni su

ﬁ; =(@20) i n_; = (0,2,—1) . Vektor pravca prave zadovoljava uslove sl ﬁ; A sl nj , paje

i
1 0 |=(-112). Tatku sa prave ¢emo odrediti na sljede¢i na¢in. Neka je npr.
2

X+y-1=0
z=0, tada rjeSavajuci sistem {2 y2 0 dobijamo y=1A X=0. Dakle, dobili smo tacku
y— =
X=X - Z—1
M,(0,1,0). Kanonski oblik jednacine date prave je P: o _Y~Yo _ | o 4.
m n
X=-t
X y-1 z - . .
p: 1 = EE = 7 Prelaskom na parametarski oblik dobijamo p:{y=1+t,teR.
- z=2t

x—5_y+3_z—6i X=2 y-4 z+1

Primjer 5. Naci ugao izmedu pravih p, : : .

: P b Ty Ty T Ty T
Ugao izmedu pravih je ugao izmedu njihovih vektora pravaca. Oznacimo taj ugao sa ¢, tada je
cosp= 3% (7.2.-8)-(11,-8,-7) V2 s

‘g“g‘ ) \/72 +22 +(-8)? .\/112 +(=8)% +(=7)? T2

Primjer 6. Date su prave p, :X—_1 = y—+2 _ i p, :5 = y+2 = L. Odrediti
-2 a -3 4 1 -12a
vrijednost parametra a tako da prave p, i p, budu: a) normalne, b) paralelne.

a) Prave p, i p, sunormalne



= §;§=o < mm,+nn,+Ll, =0, tji —8+a+36a=0. Odavde dobijamo da je
8

— — I — -
b) Prave p, i p,suparalelne < s =4-5, < ﬂ:ﬂ:—,tj —2=E:—3.Odavde
m, n, I, 4 1 -12a
dobijamo da je a = —%.
o e X-6 y+1 z . x-1 y-7 z-5
Primjer 7. Ispitatida li se prave p, . ——=——=—1i : = = sijeku.
] p p P, 3 o 1 P, 5 1 ]
Iz jednac¢ina pravih p, i p, slijedi daje M,(6,-1,0), s, =(3,-2,1), M,(1,7,5), s, =(2,1,4) . Kako
-5 8 5
je Mle-(gxsz): 3 -2 1/=0,tj.prave p, i p, sesijeku.
2 1 4
- .. N CX= y-3 z-1
Primjer 8. Nadi rastojanje tacke M, (-5,4,3) od prave p: 1" 3 =
1z jednacine prave p imamo da je M,(2,3), 5= (-1,3,2) . Rastojanje tatke M; od prave p ratunamo
Sx M M, bk
po formuli d(M,, p) = . Kako je sxM M, oM, =|-1 3 2/=(4,-12,20) to je
s -7 12
4% +(-12)* +20°
d(M,.p) = - 1:\/ (-12) 24\/£=2\/E.
s JEDF 432422 14
L ) L ) Xx-2 y+1 z . X-7 y-1 z-3
Primjer 9. Naci rast d h == : = = .
1] aci rastojanje izmedu pravih 3 2 > P, 3 2 >

Primijetimo da su prave p, i P, paralelne, pa rastojanje izmedu paralelnih pravih ra¢unamo kao
rastojanje proizvoljne tacke sa jedne prave od druge prave. Iz jednacina pravih p, i p, slijedidaje

M, (2,-10), M, (7.13), s, = (3,4 2) Tadae:

‘M M, xs,
d(p.,, p,) =d(My, p,) =—=—
SZ
i j ok
Kakoje M,M, xs, =|-5 -2 -3 =(81-14),toje
3 4 2

4(p p)—‘/ +12 +(-14)° /261
v V32 + 4% 427 29

=3.



. , . , , X+7 +4 7+3
Primjer ~ 10. Na¢i rastojanje  izmedu  pravih p, : 3 = y4 = >

X=21 y+5 z-2

6 -4 -1
Iz jednadina pravih p, i p, slijedi da je M,(=7,-4,-3), M,(21,-52), s, = (3,4,-2),
g:(G,—4,—1). Kako je §1'¢/1-§ A W-(ixi);ﬁ&to su prave p, i P, mimoilazne,

‘Mle (5, x8,)

pa se rastojanje izmedu njih raduna po formuli d(p,,p,) = — , kako je
S, XS,
28 -1 5
MM, - (5, x5,)=|3 4 —2|=-507, a
6 —4 -
ik
5, xS, =3 4 —2|=(-12,-9,-36),t0je
6 —4 -
—507 507
dpup) = NS0Ty
V12" +(-9)* +(-36)° 39
o . . . X+5 y-14 z+3 . x-3 y+1 z+1
Primjer 11. Naci tacku presjeka pravih p, : = = i ) = =
] presjeka p P, _3 6 5 P, 2 3 6
X=-5-3t
Napisimo jednacine datih pravih u parametarskom obliku p,:qy=14+6t, teR,
z=-3+2t

X =342k
p, 1y =-1-3k, ke R. Za svako konkretno t odnosno k dobija se po jedna tacka sa prave P,

z=-1+6k
odnosno prave p,. Odredimo vrijednosti parametara t i k tako da se radi o istoj tacki.

-5-3t=3+2k 2k +3t+8=0

Dakle, treba rijesiti sistem jednacina <14 +6t =-1-3k , tj. {—3k —6t —15=0. Ovaj sistem ima
-3+2t=-1+6k 6k —2t+2=0
jedinstveno rjeSenje K =-1 A t=-2.Zamjenom Kk =—1 u parametarski oblik jednaline prave
p, ili zamjenom t =—2 u parametarski oblik jednacine prave p,, dobijamo presje¢nu tacku pravih
p,i p,ito P(L2,-7).



